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Un modelo anaĺıtico sencillo para las propiedades reológicas de un gas granular en el
régimen no estacionario del flujo tangencial uniforme
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Un gas granular nunca se encuentra en equilibrio pues
existe una continua disipación de enerǵıa debido a la in-
elasticidad de las colisiones entre las part́ıculas. Como
consecuencia, no está clara la posibilidad de aplicar una
descripción de tipo hidrodinámico a esta clase de sistemas
f́ısicos1. Tal descripción, de ser posible, no debe limi-
tarse a las ecuaciones de Navier–Stokes, sino que debe
abarcar aquellos estados en los que la dependencia espa-
cial y temporal de la función de distribución de veloci-
dades f(r,v, t) tiene lugar a través de una dependencia
funcional respecto a los campos hidrodinámicos n(r, t),
u(r, t) y T (r, t), es decir, f(r,v, t) = f [v|n,u, T ]. Des-
de este punto de vista, dado cualquier estado inicial, la
evolución tendŕıa lugar en dos etapas sucesivas. El gas
experimentaŕıa en primer lugar una etapa cinética cor-
ta (de unas pocas colisiones por part́ıcula) y muy sen-
sible a las condiciones iniciales, seguida de una etapa
hidrodinámica más lenta en la que el gas prácticamente
ha “olvidado” las condiciones iniciales, alcánzandose por
último un estado estacionario de no equilibrio en el ca-
so de que externamente se inyecte enerǵıa que compense
la disipación inelástica debida a las colisiones. El obje-
tivo de este trabajo es analizar el mencionado régimen
hidrodinámico desde un punto de vista anaĺıtico en el ca-
so del flujo tangencial uniforme (“uniform shear flow”,
USF).

En el USF la conservación del momento lineal tiene
como consecuencia que la tensión tangencial Pxy sea uni-
forme. La ecuación de balance de la enerǵıa está dada
por

∂tT (t) = −(2a/3n)Pxy(t)− ζ(t)T (t), (1)

donde a es el gradiente de velocidad impuesto y ζ(t) es la
tasa de enfriamiento debida a la inelasticidad. Nuestro
modelo reológico consta de dos pasos. En primer lugar,
se reemplaza el operador de colisión de la ecuación de
Boltzmann por un término de relajación temporal ha-
cia la distribución de equilibrio local más un término de
fuerza de fricción que imita los efectos de enfriamiento
debidos al carácter inelástico de las colisiones. Aplicado
al USF, este modelo cinético cierra la ecuación (1) con
las ecuaciones de evolución siguientes:

∂tPxy(t) = −aPyy(t)− βν(t)Pxy(t)− ζ(t)Pxy(t), (2)

∂tPyy(t) = −βν(t) [Pyy(t)− nT (t)]− ζ(t)Pyy(t), (3)

donde ν ∝ nT 1/2 es una frecuencia de colisión efectiva
escogida de modo que ζ∗ ≡ ζ/ν = 5

12 (1−α2), siendo α el

coeficiente de restitución, y β = 1
2 (1+α). En principio, el

sistema de ecuaciones acopladas (1)–(3) debe resolverse
numéricamente, en cuyo caso la solución incluye tanto
el régimen transitorio cinético como la etapa de evolu-
ción hidrodinámica, sin una separación totalmente ńıtida
entre ambas etapas. Al objeto de extraer la solución
hidrodinámica de un modo anaĺıtico, introducimos una
aproximación adicional en el segundo paso. El método
empleado consiste en generalizar las ecuaciones (1)–(3)
al caso ν(T ) ∝ T q, llevar a cabo un desarrollo perturba-
tivo lineal alrededor de q = 0, construir un aproximante
de Padé y tomar q = 1

2 al final de los cálculos. Este mod-
elo proporciona los siguientes resultados expĺıcitos para
las dos principales magnitudes reológicas:

η∗(a∗) = β−1 [1 + 2F (a∗)]−2
{

1 +
1
2

[ζ∗/β − 2F (a∗)]

× [1− 6F (a∗)] /[1 + 6F (a∗)]2
}−1

, (4)

Ψ∗(a∗) = 2β−2 [1 + 2F (a∗)]−3
{

1 +
ζ∗/β − 2F (a∗)
2 [1 + 6F (a∗)]2

}−1

×
{

1 +
ζ∗/β − 2F (a∗)
[1 + 6F (a∗)]2

}−1

, (5)

donde a∗ = a/ν es el gradiente de velocidad reducido,
η∗ = −(Pxy/nT )/a∗ es la viscosidad tangencial reducida
no lineal y Ψ∗ = [(Pxx−Pyy)/nT ]/a∗2 es la primera fun-
ción viscométrica reducida. En las ecuaciones (4) y (5),
F (a∗) ≡ 2

3 sinh2
[
1
6 cosh−1(1 + 9a∗2/β2)

]
.

Hemos comprobado que, para α ≥ 0.5, las ecuaciones
(4) y (5) proporcionan valores prácticamente indistin-
guibles tanto de los obtenidos mediante una solución
numérica de las ecuaciones (1)–(3) como de los obtenidos
por medio de la resolución de la ecuación de Boltzmann
utilizando el método de simulación directa de Monte Car-
lo (DSMC)2.
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