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El caos determinista es un fenómeno muy coḿun en siste-
mas no-lineales y muy estudiado en el caso de baja dimensión.
Los exponentes de Lyapunov, que miden la separación de tra-
yectorias inicialmente muy cercanas, han demostrado ser una
herramienta muýutil para caracterizar el movimiento caótico
en sistemas de unos pocos grados de libertad. En el caso
de sistemas extendidos en el espacio con dinámica cáotica es
tambíen posible generalizar de manera directa la definición de
exponentes de Lyapunov para llegar al concepto de densidad o
espectro de exponentes de Lyapunov. Sin embargo, existen di-
ficultades inherentes a los sistemas extendidos espacialmente,
como feńomenos de propagación o difusíon, que complican
mucho el problema y han llevado a la introducción de con-
ceptos nuevos como el exponente de Lyapunov co-movil o
convectivo.

Pikovskyet. al.2,3 han encontrado recientemente que existe
una conexíon muy interesante entre la dinámica del vector de
Lyapunov y la ecuación de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)4. La
ecuacíon que gobierna la dińamica de una perturbación lineal
en sistemas extendidos espacialmente puede representarse co-
mo la popular ecuación de KPZ que se usa en el contexto de
crecimiento de superficies fuera de equilibrio. Estos autores
han demostrado que esta equivalencia se cumple, entre otros,
en redes de osciladores caóticos acoplados.

Una cuestíon muy interesante que surge de manera natural
a la luz de estos resultados es hasta que punto serı́a posible
dividir la dinámica de sistemas con caos espacio-temporal en
clases de universalidadsimilares a las que existen en procesos
de crecimiento de superficies.

En este trabajo estudiamos sistemas dinámicos con retraso
(Delayed Dynamical Systems(DDS)), que formalmente son
sistemas infinito dimensionales que poseen muchas de las pro-
piedades de sistemas con caos espaciotemporal. Los DDS se
usan en numerosas aplicaciones en biologı́a (como la regula-
ción de la producción de ćelulas sanǵıneas)5 y fı́sica (como la
dinámica de ĺaseres con retroalimentación óptica)6,7. Aparte
de su inteŕes acad́emico, en lośultimos ãnos ha habido un in-
teŕes notable en DDS por su potencial utilidad en sistemas de
comunicacíon segura mediante laseres de semiconductor.

En general, un sistema dinámico con retrasoτ viene descri-
to por una ecuación del tipo:

ẏ =
dy
dt

= F (y,yτ), (1)

dondey(t) es la variable dińamica yyτ es la variable retrasa-

da en tiempot − τ. Nuestro proṕosito en este trabajo es de-
mostrar que, después de algunas transformaciones simples, la
dinámica del vector de Lyapunov en sistemas retrasados pue-
de representarse de manera genérica en la ecuación de Zhang8

que describe el crecimiento de superficies controladas por rui-
dos con distribucíon de ley de potencias:

∂h
∂θ

= D ∇ 2h+ f0 +η(x,θ), (2)

dondeh(x,θ) = log|φ(x,θ)| es la altura de la superficie yφ
la amplitud de la perturbación (vector de Lyapunov). El rui-
do resulta tener una distribución P(η) ∼ η−(1+µ) en forma de
ley de potencias. La consecuencia inmediata y más visual de
este resultado es que en la representación como superficie, las
fluctuaciones muestran intermitencia (no Gaussianidad) y pro-
piedades de multiscaling de las funciones de correlación. De-
mostramos que la aparición de un ruido en ley de potencias
es inherente a los DDS y está directamente relacionado con
las falta de simetrı́a temporal en estos sistemas. El valor del
paŕametroµ queda fijado por la forma de la función no-lineal
en Eq.(1).

De manera que los DDS representan una clase de universa-
lidad de caos espaciotemporal diferente a los mapas acoplados
y otros sistemas que pertenecen a la clase de KPZ. Demostra-
mos que el caos espaciotemporal de los sistemas retrasados es
de manera clara distinto en su naturaleza del que se encuentra
en otros sistemas y esto se hace patente en que la dinámica
de las perturbaciones (vectores de Lyapunov) pertenece a una
clase de universalidad diferente.

Los resultados téoricos se han comparado con simulacio-
nes de tres modelos clásicos de sistemas retrasados: Mackey-
Glass, Ikeda y Ikeda (con sin2).
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